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Абстракт. Доказывается одно точное интегральное неравенство, с помощью 

которого выводится одно интерполяционное неравенство Соболева. Предлагается 

одно обобщение логарифмического неравенства Соболева на основе 

интерполяционного неравенства Соболева. 
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1. Введение  

 

 В разделе доказывается одно точное интегральное неравенство, из 

которого в силу неравенства Хаусдорфа-Юнга выводится интерполяционное 

неравенство Соболева. 

1.1. Интегральное неравенство. 

Для удобства дальнейшего изложения примем следующие обозначения: 
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заданное положительное число такое, что при  0 kn   число   
любое, а 

при  0 kn   
удовлетворяет неравенству 

kn

k




2
 . Положим  

)2( 







k

n
; для заданного    определим   

   1)1( . 



Ш. М. НАСИБОВ: ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ЛОГАРИФМИЧЕСКОГО НЕРАВЕНСТВА … 

4 
 

 Для любого 0  определим  




0

1)( dtte t  гамма-функция 

Эйлера; 


 

1

0

11 1 dtttB  )(),(  для всех  0,0  бета-функция 

Эйлера; 
 

)
2

(

2 2/

n

n

n




 

 

n

k

n

n

k

n

g

k

n

k

n

k

n

k

k

n

k

n
B

k
K

2

2

)1(

1)1(
,

1
)(




















































 
































 





.              (1)

  

Лемма 1. Пусть ,,k определенные выше числа, 

),()( nRLxV 2 xrRLxVr nk  ),()(/
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2
. Тогда справедливо 

следующее интегральное неравенство:  
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точной: неравенство (2) переходит в равенство при 
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,,   произвольные положительные числа. 

1.2. Неравенство Хаусдорфа-Юнга. 

Лемма 2. Пусть  
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c наилучшей константой Бекнера-Бабенко [1, 6, 7, 

12]. 

 1.3. Результаты. 

Теорема 1. Пусть ,,k определенные выше числа,

),()( nRLxU 2 .),()(ˆ/   rRLUr nk
2

2
 Тогда справедливо 

следующее мултипликативное неравенство Соболева 
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 Приведем схему доказательствa (3).  

 В силу неравенства (2) заключаем, что  
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Теперь из (4)-(6) следует (3).  

Пусть в теореме 1 2k . Тогда в силу соотношения UU ˆ    из 

теоремы 1 вытекает следующее 
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2. Логарифмическое неравенство Гросс-Соболева. 

 

Теорема 2. Пусть k произвольное положительное число, 
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2/ nk
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Тогда справедливо следующее логарифмическое неравенство Гросса-

Соболева: 
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Как следствие, из теоремы 2  вытекают следующие предложения. 

Предложение 1. Пусть ).()( nRHxU 1  Тогда справедливо 

следующее логарифмическое неравенство Гросс-Соболева: 
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Неравенство (10) является точным: оно переходит в равенство при 
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 Положим в (9) .4k  

Предложение 2. Пусть ).()( nRHxU 2  Тогда справедливо 

следующее логарифмическое неравенство Гросс-Соболева: 
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Неравенство (10) впервые доказано Гроссом [11]. Бекнер [9] отмечает, что 

после того, как Гросс нашѐл логарифмическое неравенство Соболева, оно 

стало народным фольклором. Другие неравенства типа Гросс-Соболева 

доказаны в  [8, 10, 12, 14] и др.  

Приведем схему доказательства неравенства (9). Перепишем 

неравенство (3) в следующем виде: 
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 Неравенство (2) также применяется при доказательстве обобщенного 

неравенства энтропии 
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 При условии, что  ),()( nRLxU 2 )()(
2

2/ nk RLxUr   для 

любого 0k , неравенство (13) является точным: оно переходит в равенство 

при 

 ,exp)()(
k

xbarUxU  0  

где ba, произвольные положительные постоянные [5].  

Замечание 1. Интерполяционное неравенство (7) доказано также в 

[13] с другой константой в нем. Это неравенство применяется при 

исследовании вопроса глобальной разрешимости задачи Коши для 

нелинейного эволюционного уравнения Шрѐдингера [2], а также в 

спектральной теории для оператора Шрѐдингера [13]. 

Замечание 2. Неравенство (13) при 2k  анонсировано в [2], 

доказано в [4]. 
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